Limites de funciones.

Los limites de sucesiones nos hablan del comportamiento a largo plazo de las funciones de N en R.
También podemos pensar en el comportamiento a largo plazo de funciones de Ren R.
Si los valores de la funciéon f: R — R cuando x se hace muy grande se aproximan a un valor fijo ¢, diremos que
el limite de la funcién cuando x tiende al infinito es ¢y escribiremos
lim fix) =c

X—>00

Ejemplos. ;Cuales seran los limites de las siguientes funciones cuando x tiende al infinito?

lim, oo x3-7x%-8x-4 = oo cuando x es muy grande, la potencia x° le gana a todas las otras.
lim,_ ., 1/x=0  al aumentar x, el valor de 1/x se hace cada vez mas chico y se aproxima cada vez mas a 0
lim, e x3-7x2-8x"1-4 = -4 cuando x es muy grande, las potencias negativas x™ tienden a 0
lim,_ ., sen(x) =? el limite no existe, la funcién oscila entre -1 y 1 sin enfocarse a ningtin valor
|imx_)°o sen) _ O al aumentar x, el valor de sen(x) oscila entre -1y 1 pero como 1/x se hace cada vez mas chico,
X
las oscilaciones de sen(x)/x son cada vez menores y sen(x)/x se aproxima a 0.
, 23-7x+4 < e . , 3 , 2-7x1+4x3 _ 2
||mx_)°° —_— = = si dividimos arriba y abajo por x> podemos ver que pasa : ||mx_)°° —_— = =
3x3+x2-5x 0 3+x71-5x2 3
. 3742 o . 2x 1 7x2+4x4 0
lim. o0 2CTXEHA g si dividimos arriba y abajo por x* vemos que : lim _ ., = -7 " 0
3x3+x4-5x e 3x1+1-5x 1
im 2x3-7x4+4 <  divid ba v abai 3 i 2-7x+4x3 -
Y =— =1 si dividimos arriba y abajo por x> vemos que : s - 5, = -

También podemos preguntarnos cual sera sera comportamiento de una funcién f(x) cuando x se aproxima a un
valor a (donde quizés la funcién no esté definida). Si los valores de f(x) se aproximan a un nimero c, diremos
que el limite f cuando x tiende a a es c y escribimos

lim, _,f(x) =c
Los limites de funciones polinomiales se pueden adivinar facilmente, y los de funciones racionales también, a
menos que el denominador se anule...

Ejemplos.
lim, _,  237x%+4 = -2-7+4 = -5
lim, _, 2x3-7+4x2 = oo six se acerca de 0, 2x° -7 se acerca a -7 y 2x72 toma valores muy grandes positivos)
lim, _, 2x73-7+4x%  no existe (si x se acerca de 0, -7+4x% se acerca a -7 pero 2x”3 toma valores muy grandes positivos y negativos)
lim 23-Ix2+4_ _2-7+4 -1
T 332245k 3245 6
i K+2x3 1413 _ 0 ., X42x3  (x#3)x-1)  x+3 , i X24+2x3 _ 4
My -4 Pix2 110 +x2 T (xNx+2) T x+2 estque Im, .4 21 3
. 24 0% 1-2-3 -4
lim, _, 5 X +22)1( 3 - Rl T? no existe (cuando x se acerca de 1 el denominador toma valores muy chicos tanto positivos
2 B

como negativos, asi que el cociente toma valores muy grandes positivos y negativos



Ejemplo. Algunos limites de funciones trigonométricas se pueden adivinar de las definiciones y del dibujo

lim, 5 cos(x) =1 lim,_,osen(x) =0 lim, _,tan(x) =0 T
. sen(x) y P S \
lim, o = 1 porque al hacerse x pequefio sen(x) se parece cada vez mas a x
/ 1
. cos(x) . . . sen(x)
||mx_)O < o existe (cuando x>0 se aproxima a ® y cuando x<o se aproxima a -) |
. 1-cos(x) ‘ cos(x)
||mxﬁo — = O porque si es x muy pequefio 1-cos(x) es mucho mas chico que x \
) 1-cos(x)
\\ //
Ejercicios. R
lim N x-1 _ 2 2 yaque x-1 _ (x -1)/x +1) _ (x -1 +1) _ Jx +1 . 141
> x -1 Yx-T 0 (x-Nx +1) (x-1) 1 1
. cos(x) . .
lim — =7 no existe: como el numerador se acerca a 1y el denominador se
x=0 sen(x)

acerca a 0 con valores positivos y negativos, el cociente toma
valores positivos y negativos cada vez mas grandes

2 2
“mx—)O senz(x) -9 1 ya que se)l:2 (x) _ se:(x) se)r:(x) 1

X
. T-cos(x) _ 1-cos(x) _ 1-cos2(x) _ sen?(x) 1 N » 1
im0 — 12 V2 yaque T = o) @ (1+cost) T+

Ahora vamos a hablar de limites con mas cuidado. Supongamos que tenemos una funcién f(x) definida para los
valores de x cercanos a a, aunque quizas no esté definida en a.
Diremos que el limite de f(x) cuando x tiende a a es el nimero c, si dado cualquier numero real positivo €,
existe un nimero real positivo § tal que si x dista de a menos que & entonces f(x) dista de ¢ menos que € .
En corto:

lim, _cf(x) = ¢ si Ve >0, 35>0 tal que si Ix-al<d entonces If(x)-cl < €.
Ejemplos.

. Iimx_)0 x3 =0. Para demostrarlo tenemos que ver qu¢ si Ve>0, 35>0 tal que si Ix-01<d entonces Ix3 -Ol<g,
es decir que si IxI<5 entonces Ix*l<e. Como Ix®| es la cubo de Ixl, para que Ix3l<g basta que IxI<*¢ .

Si 5=3¢ y Ix-01<8 entonces IxI<3[E asi que Ix3I<Pki®= ¢

* lim _,, 3x+1=7. Para demostrarlo tenemos que ver que si Ve>0, 35>0 tal que si Ix-2I<8 entonces I3x+1-7I<e.

Y para esto necesitamos ver que relacion hay entre las cantidades Ix-2l y [3x+1-71.

Como [3x+1-71=I3x-61=3Ix-2l, la segunda cantidad es el triple de la primera, asi que si para que 3Ix-2I< €
basta que Ix-2I< €/3.

Si 3=¢€/3 y Ix-2I<8 entonces Ix-2I< /3 y [3x+1-7|=3Ix-2| < 3 €/3 = €.

o lim 4 x°= 9. Para demostrarlo tenemos que ver que si Ye>0, 35>0 tal que si Ix-2/<8 entonces Ix?>-9l<e.

Veamos que relaciéon hay entre las cantidades Ix-3 'y Ix?-91. Como Ix?-9l=Ix+3lIx-3] entonces Ix?-9l es Ix+3| veces

Ix-3l 'y si x estad cerca de 3 entonces Ix+3| se parece a 6, asi que Ix?-91 es como 6 veces Ix-3| y para que Ix?-9l<e
necesitariamos que Ix-3|<g/6, pero esto no es suficiente porque Ix+3| puede ser mayor que 6 aunque x esté muy
cerca de 3.

*  Perosilx-3I<1, entonces Ix+3I<1+6=7 asi que para x cercana a 3 si sabemos que Ix2-9]<7Ix-3]

Si d=min{1,e/7} y Ix-31<8 entonces Ix-3I<1 asi que Ix+3I<7 y Ix-3I< €/7 por lo tanto Ix2-9|=Ix+3lIx-3| <7&/7= ¢.



Ejemplo. lim _ ,1/x = 1/4. Para demostrarlo tenemos que ver que si Ve>0, 35>0 tal que si Ix-4/<8 entonces |1/x-1/4l<e.

x—4
. 4- - . .
Para esto hay que comparar las dos cantidades. |1/x- 1/4] = 4—;( = % asi que si x es cercana a 4 entonces 4lx| es
cercano a 16y 11/x- 1/41 se parece a 1/16Ix-4| por lo que 8 deberia ser algo cercano a 16¢.
- } Ix-4
Si Ix-4I<1 entonces Ix|>3 asi que %< % y entonces |1/x- 1/4] < % por lo que basta tomar & = min{1,12¢}.
X

En los ejemplos anteriores encontramos & explicitamente en términos de € para entender como funciona la
definicion: 8 depende no solo de g, sino de f(x) y también de a. Hallar § asi es dificil para funciones mas
complicadas, pero en general no hace falta, porque solo necesitamos saber que existe, no cuanto vale.
g(x)=d entonces:

Lema. Sean fy g funciones definidas en una vecindad de un punto a. Si lim___f(x)=cy lim

f+g)(x)=c+d

1 (
2. | xﬁa( gl=c

3. X_,a( /g)(x)=1/d si d=0.
4 (f/g)(x)=c/d si d=0.

X—a X—a

X*’a

X—>a

Demostracion. Es casi igual que para limites de sucesiones.
1. Para ver que Iimx_)a(f+g)(x)=c+d observar que l(f+g)(x)-(c+d)l = If(x)-c+g(x)-dl < If(x)-cl+lg(x)-dl

Si |imxaaf(x)=c y Iimxﬁag(x)=d entonces dado € > 0, existen §4,8,>0 tales que Ix-al<§; = h‘(x)—c|<€/2 y |g(x)-d|<5/2.

Si 8=min{3,,3,} entonces Ix-al<d; = If(x)-c+g(x)-dl < If(x)-cl+Ilg(x)-dl < &/,+ &/, = ¢

2. Para ver que lim__,_(f-g)(x)=c-d veamos primero el caso facil:

Si c=0 entonces If(x)-g(x) - c-dl = If(x)-g(x)| = If(x)I-Ig(x)!
Como Iimx ag(x)=d entonces existe §,>0 tal que Ix-al<d; = Ig(x)-dI<1y por lo tanto Ig(x)I<Idl+1

—

y como lim _,_f(x)=c entonces dado ¢ > 0 existe 5,>0 tal que Ix-al<d, = If(x)-cl < €/|d|+1

X—a
Si 8 = min{8,,5,} entonces Ix-al<d = Ig(x)I<Idl+1 y If(x)-cl < €/|d|+1 por lo tanto If(x)-g(x)I < £/|d|+1 (dl+1) =¢

Si d=0 el argumento es el mismo.

Para d+0 observar que [(f-g)(x)-(c-d)I= If(x)-g(x)-c-dl =

= f(x)-g(x) - f(x)-d +f(x)-d - c-d | =|f(x)-(g(x)-d) + (f(x)-c)-d |

< ()l lg(x)-dl + If(x)-c)l-Idl
Necesitamos ver que cuando Ix-al es pequeﬁo estos productos son pequeﬁos. Para esto necesitamos acotar los factores.
Como lim___f(x)=c y d=0 entonces existe 8,>0 tal que Ix-al<d; = If(x)-cl < E/2Id| y por lo tanto [f(x)-c)lldI< £/2|d| Idl =

X—a

Como lim, af(x)=c entonces existe 3,>0 tal que Ix-al<§, = [f(x)-cl < 1y por lo tanto If(x)I <lcl+1.

—

Y como Iimx_)ag(x)=o| entonces existe 63>0 tal que |x-a|<83 = Ig(x)-dl < E/2I 11

Si & = min{3,,8,,55} entonces Ix-al<d = [f(x)-cl < E/Zldl’ If(x)l<lcl+1 @ Ig(x)-dl < / 2cl+1)

por lo tanto I(f-g)(x)-c-dl < [f(x)I-Ig(x)-dI + If(x)-c)lIdI < S/ e I+1(|<:|+1) 2IOII(2|d|) E/ +E/ =¢.

3. Para ver que Iimxﬂa(1/g)(x)=1/d cuando d#0 observar que 11/g(x) - 1/d | = Id-g(x)/g(x)-dl = d- ol ?(dl)l

Como Iimxéag(x)=d y IdI>0 entonces existe §,>0 tal que Ix-al<d; = Ig(x)-dI<Id/2l y por lo tanto Ig(x)I>Id/2l

Y como lim,_,_g(x)=d entonces dado € > 0 existe §,>0 tal que Ix-al<d, = Ig(x)-dl <&/,
Id - gl )|< _&/d? =€

<E.
Ig)-dl  Id/2ildl 2

Si & = min{8,,5,} entonces Ix-al<d = Ig(x)I>1d/2l y Ig(x)-dl < s/dz por lo tanto [1/g(x)| =

4. Es consecuencia directa de 3y 4. J



Corolario. Si f es cualquier funciéon polinomial o racional que esté definida en a, entonces lim . f(x)=f(a).
X—a

Demostracion. El resultado es inmediato para la funcién identidad i(x)=x y para las funciones constantes c(x)=c ya que para
i(x)=x basta tomar &=¢, y para c(x)=c cualquier 3 sirve para toda € > 0. El resultado se cumple para todas las otras funciones
polinomiales porque se obtienen sumando y multiplicando a esas dos. Las funciones racionales se obtienen dividiendo
funciones polinomiales, y estan definidas cuando el denominador no se anula. .

Problemas.

1. Calcula los siguientes limites o muestra que no existen

I 34x-2x2-x3 b X2 -x -2 o
& Mmoo g B 24453 M2 52 3xr2
c. lim x3 d. lim Sh
. x—3 JX _\/3 . x—=1 x-1
2
e lim . sen(x)+cos(x) £ lim —>01_COS (x)
*~Ysen(x) -cos(x) X 2
i X holi senz(x)
g 1Mo tan(x) SILLLLYEN, 1-cos(x)
i lim _q sen(1/x) jolim, o x sen(1/x)

2. Demuestra usando €y § que
a.lim_,;5-4x=-7
b. lim,_,x>=8

c. lim _,{x=0

3. Da ejemplos de polinomios p(x) y q(x) tales que lim _epx)=0ylim _,-qx) =0

a. lim _ o p(x)/q(x) = -1
b. lim, _,c px)/qlx) =0
c. lim o px)/q(x) = oo
d. lim _c px)/q(x) no exista



Funciones continuas

Cuando una cantidad variable y depende de otra cantidad variable x, es natural esperar que a un cambio muy
pequeno en x le corresponda un cambio relativamente pequefio en y. Si esto ocurre decimos que y depende
continuamente de x.

Intuitivamente, una funcién y=f(x) es continua si a valores cercanos de x le asigna valores relativamente
cercanos de y. Las gréfica de funciones continuas f no tienen brincos como estos:

Varios tipos de discontinuidades

f(x) = f(a).
Se sigue de la definicion de limite que f es continua en a si Ve > 0, 356>0 tal que si Ix-al<d entonces If(x)-f(a)l < €.
Si f no es continua en a diremos que es discontinua en a.

X—a

Formalmente, la funcién f es continua en un punto a de su dominio si lim

Ejemplos.
*  Lafuncién identidad i(x)=x es continua en todos los reales: para cualquier valor de a y para cualquier € basta
tomar 6=¢.

*  Las funciones polinomiales p(x) son continuas en todos los reales, porque ya mostramos que lim,_,_ p(x) = p(a).

aunque puede ser dificil encontrar § en términos de ¢.

. Las funciones sen(x) y cos(x) son continuas. Esto es intuitivamente claro de su definicién geométrica, aunque no lo
hemos demostrado.

*  Lafuncién sen(x)/x no esté definida en x=0, pero como lim,_,, sen(x)/x =1, si la definimos como 1 en x=0

obtenemos una funcién que esta definida y es continua en todos los nimeros reales.

*  La parte entera e(x)=|x] es discontinua en los enteros, pero es continua en todos los reales que no son enteros

En la definicién de continuidad con €y § el valor de § depende de €, de la funcién fy del valor de a.

Ejemplo. La funcién f(x)=3/x es continua en 0, veamos como varia § al variar € cuando a=0.
Como IBx — 3ol = 3x| = 3[ix-0 entonces basta tomar & = €°.

Asi que para que I*/x — 30 I<" basta que Ix-01<1°=1

Para que I*\x - */0 |<1/10 hace falta que |x—0|<1/103 =1/1000

3 3 1 ; 1 _1
Y para que I°yx - *J0 1</, ;. se necesita que Ix-0I<'/; ;3= /1,000,000



3

Ejemplo. La funcién f(x)=x> es continua en cada a€R, asi que dado £€>0 debe existir >0 tal que si Ix-al<d entonces Ix3-adl<e

Veamos como varia & para el mismo valor de € al variar a.

¢Que tan chico debe ser Ix-0l para que Ix® - 0° |<1/1OO?

Si Ixl<3 entonces Ix® [<8° asf que basta tomar 5<3\/1/1 00" digamos § =1/5

¢Que tan chico debe ser Ix-1I para que Ix* - 1%<'/, ;2

No basta tomar 8=1/5 ya que (1 +1/5)3 -13= 21"l’/125-1 = 91/125 =0.728>>"/

No basta tomar 5=1/50 ya que (1 +1/50)3 -13= 132651/125000—1 = 7151,

100

~0.0572 >/,

125000 00

Pero si basta tomar 8=1/4OO ya que (1+1/400)3 -13~0.007519 < V/ 100

¢Que tan chico debe ser Ix-100l para que Ix® - 1OO3|<1/100?
No basta tomar ="/, ya que (100+'/,,)* - 100° = 75.0019 >> 1/, .

No basta tomar §="/ ya que (100+1/ )2 - 100°~ 3 >> 1/

10,000 10,000 100

No basta tomar 8=1/1,OOO,OOO ya que (1 OO+1/1,OOO,OO)3 -100%~0.03 > 1/100

Pero basta tomar ="/ 100+'/ *-100%~0.006 < '/,

10,000,000 Y@ 9ue ( 10,000,00

Ejemplo. La funcién f(x)="/x es continua en 0, veamos como varia & al variar € cuando a=0.
Como |3J§— 0l= Ifﬁl =>[1x-0 entonces basta tomar & = €3.

Asi que para que I7x -0 I<1 basta que Ix-0l<1°=1

Para que |3JY—31J(7|<1/10 hace falta que |x—O|<1/1O3 =1/1000

3_ 3 1 . 1 _1
Y para que I x =J0 I< /100 S€ Necesita que [x-0l< /1003 = /1,000,000

Teorema. Si fy g son funciones continuas entonces f+g y f-g son funciones continuas, y f/g es continua en
todos los puntos donde g#0.

Demostracion. Sify g son continuas en a entonces lim _,_f(x) = f(a). ylim _,_ g(x) = g(a).
Ya demostramos que entonces lim _,_f(x)+g(x) = f(a)+g(a), lim _, f(x)-g(x) = fa)-g(a) y que lim _,, f(x)/g(x) = f(a)/g(a) si

g(a)#0 y esto dice que f+g y f-g son continuas en a y que f/g es continua en a si g(a)=0. o

Ejemplo. Las funciones racionales son continuas en todos los puntos donde estan definidas ya que son cocientes de
polinomios, que son funciones continuas.

Teorema. Si fy g son funciones continuas entonces la composicién gof es continua en todos los puntos donde
esta definida.

Demostraciéon. Supongamos que f es una funcién continua en a y que g es una funcién continua en b=f(a).

Como g es continua en b, dada €>0, existe n>0 tal que si ly-bl<n entonces Ig(y)-g(b)! < ¢.

Como f es continua en a, dada n>0, existe §>0 tal que si Ix-al<d entonces If(x)-f(a)l < .

Asi que si Ix-al<d entonces If(x)-f(a)l < 1, asi que If(x)-bl <n y por lo tanto Ig(f(x))-g(b)l < € asi que Ig(f(x))-g(f(a)l < €. °

Ejemplo. La funciones f(x)=cos’(x)-2cos>(x)+7cos*(x) y g(x)=cos(x’-2x>+7x>) son continuas porque son composiciones de
cx)=cos(x) y p(x)=x"-2x>+7x> que son continuas.



Lema. Sif:[a,b] = R es una funcién continua y f(a) y f(b) tienen distinto signo (digamos f(a)<0 y f(b)>0)
entonces existe un nimero real c en [a,b] donde f(c)=0.

Demostracion. Sea N = {x € [a,b] / f(x)<0 } entonces N es un conjunto acotado (por b) y N es no vacio (porque a esta en N)
y por lo tanto N tiene un supremo. Sea c=sup N. Afirmamos que f(c)=0. Si f(c)=0. entonces f(c)<0 o f(c)>0.

Como f es continua en ¢, si f(c)<0 entonces f(x)<0 para todos los x cercanos a ¢, asi que hay valores de x mayores que ¢
donde f(x)<0 y esto dirfa que ¢ no es cota superior de N.

Y como f es continua en ¢, si f(c)>0 entonces f(x)>0 para todos los x cercanos a ¢, pero esto dice que ninguno de esos
puntos estad en N, por lo que ¢ no puede ser el supremos de N. °

Corolario. Cada polinomio p(x) de grado impar tiene al menos una raiz (existe una c tal que p(c)=0.

Demostracion. Como los polinomios son funciones continuas en todo R, por el lema anterior basta ver que los polinomios
de grado impar toman valores positivos y negativos. Esto es asi porque cuando Ixl es my grande el polinomio tiene el
mismo signo que el término de grado mayor, y si el grado del polinomio es impar el signo de este término es distino
cuando x es positivo y cuando x es negativo. °

Ejemplo. Consideremos el polinomio p(x) = x2-2x*-3x3-4x2-5x+6. Si tabulamos algunos valores de p(x)

x| pk)
-2 -40 vemos que p(x) cambia de signo entre x=-2 y x=-1y también entre x=0y x=1 asi que p(x) debe
107 tener raices entre esos nimeros. Y p(x) debe cambiar de signo otra vez después de x=3 porque
0 6 si x es muy grande p(x) debe parecerse a X2 y por lo tanto p(x) debe ser positivo.
1 -7 Asi que p(x) debe tener otra raiz entre 3y oo.
2 -45
31-45

Teorema del valor intermedio. Sif: [a,b] — R es continua, entonces f toma todos los valores entre f(a) y f(b).

Demostracion. Si v es cualquier valor entre f(a) y f(c) podemos considerar la funcion g(x)=f(x)-v. Como f(x) es continua
entonces g(x) es continua, y como g(a) y g(b) tienen distinto signo el lema anterior dice que g(c)=0 por lo tanto f(c)=v. °

Corolario. Si f es una funcién continua en un intervalo (posiblemente infinito) entonces la imagen de f es otro
intervalo (posiblemente infinito).

Demostracién. 7?7

Recordar que una funcién f: A — B es invertible si existe otra funcion g : B — A tal que gof = id, y fog = Id_

y en este caso decimos que g es la inversa de f. Para que f sea invertible es necesario que f sea inyectiva y
suprayectiva.

Corolario. Si una funcién continua f manda un intervalo A a un intervalo B y f tiene inversa, entonces la inversa
también es continua.

Demostraciéon. 77?7



Teorema. Si f:[a,b] — R es una funcién continua, entonces f toma un valor méximo y un valor minimo en ese
intervalo, es decir, existen c,d en [a,b] tales que f(c)=f(x) y f(d)<f(x) para todo x en [a,b].

Demostracion.

Paso 1. Veamos primero que f estd acotada en el intervalo [a,b], es decir, que existen dos nimeros ry s tales que r<f(x)<s
para todo x€la,b].

Si f no estuviera acotada superiormente, existiria una sucesiéon de puntos r,en [a,b] tales que f(rn)>n para cada n. Por el un
lema anterior, la sucesion debe tener una subsucesién que converge a algin punto r en [a,b].

Como f es continua enr, lim,_, f(x) = f(r), pero la subsucesion de r, convergeary los valores de f(rn) no se acercan a f(r)
porque tienden a ~. Esta contradiccion muestra que f debe estar acotada superiormente.y un argumento similar muestra
que f también debe estar acotada inferiormente.

Paso 2. Veamos ahora que f tiene un valor méximo y un valor minimo en el intervalo [a,b].

Sea V el conjunto de valores de f en el intervalo, es decir V = {f(x) / x €[a,b] }. Entonces V es un conjunto no vacio y V esta
acotado, asi que V tiene supremo e infimo, que llamaremos sy i.

Afirmamos que s es el maximo de f, es decir, que existe un c en [a,b] tal que f(c)=s

Como s = supV existen elementos de V arbitrariamente cercanos a s, asi que existe una sucesién de puntos c,en [a,b] tales
que f(cn)>s—1/n para cada n. Por un lema anterior, la sucesion c, tiene una subsucesion convergente a un punto cen [a,b]

f(c ) = f(c) pero lim

X—C n

y como f es continua en ¢, lim e f(cn) = s, asi que f(c)=s.

Un argumento similar muestra que i=infV es el minimo de f. .

Ejemplo. §Como cuales seran los valores maximo y minimo de la funcién f(x)=x*-3x3+2x%+1 en el intervalo [0,2]?

Problemas.

4. a. ;A que distancia debe estar x de 1 para que la distancia de x* a 1% sea menor que 1?
b. ;A que distancia debe estar x de 10 para que la distancia de x* a 10* sea menor que 1?

c. ¢A que distancia debe estar x de 100 para que la distancia de x* a 100* sea menor que 1/10?

5. Demuestra que la funcién y/x es continua en todos los reales positivos, viendo que para cada a y cada € > 0, existe §>0

tal que si Ix-al<d entonces l/x-/al < €.
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6. Muestra que existe un nimero real x tal que x>+x*+x=2 y da el valor de x con un error menor que 0.1.

7. a. Demuestra que cada polinomio de grado impar toma todos los valores reales.
b. Demuestra que ningun polinomio de grado par toma todos los valores reales.

8. Demuestra que para cada funcién continua f : [0,1] — [0,1] existe x €[0,1] tal que f(x)=x.

’I . =p s .
9.* Muestra que si dix)= { /q si x /q como fraccién reducida

0 sixesirracional

entonces d(x) es continua en todos los irracionales pero es discontinua en todos los racionales.



